Interrogation n°5 — Corrigé (sujet A)

1) Soit E un ensemble muni d'une L.c.i. T. Quelles propriétés supplémentaires faut-il vérifier pour que (E, T) soit
un groupe ? On les écrira en termes de quantificateurs.

Cf cours.

2) Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On note e et ¢’ les éléments neutres respectifs de G et G'. Donner la
définition (ensembliste) du noyau de f, noté Kerf.

Cf cours.

3) On pose H = €°(R) I'ensemble des fonctions continues de R dans R. Montrer que H est un sous-anneau de
(R¥, +,%).

Il est clair que H C RE.

e Montrons que Ipr € H. La fonction 1yr est définie par 1zr(x) = 1, cette fonction est clairement continue
sur R.

e Soit f,g € H. Montrons que f — g € H. Comme f, g sont continues, leur différence est également continue.
Dou f—g€H.

e Soit f,g € H. Montrons que fg € H. Comme f, g sont continues, leur produit est également continu. D’ou
fg€H.

Ainsi, H est un sous-anneau de RR,
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Interrogation n°5 — Corrigé (sujet B)

1) Soit (A, 4+, X) est un anneau et a € A. Sous quelle condition peut-on dire que a est inversible (on répondra en
termes de quantificateurs) ? Quelle structure algébrique particuliere possede I'ensemble des éléments inversibles
deA?

Cf cours.

2) Soit (G, -) un groupe et a,b,c € G. Simplifier 'expression (a~'bc)~la.

(a'be) la= (be) Ha DN la=c"p laa=c"071d?

3) Soitn > 1 un entier. On pose U,, = {z € C* | " = 1}. Montrer que U, est un sous-groupe de C*.

On a U, C C* par définition.
e L'élément neutre de (C*, x) est 1. Montrons que 1 € U,. Onabien1 € C*et 1" =1.D’ou 1 € U,,.

e Soitu,v € U,. Montrons que uv € U,. Comme u,v € C*, on a aussiuv € C* et (uv)" = u™»v" =1 x 1 = 1. Ainsi

uv € U,.

1 1 1" 1 1
e Soitu,v € U,.. Montrons que u'== €U, Commeuc C*, onaaussi — € C*et <—) =2=1= 1. Ainsi
u u u u
ule U,.

Finalement, U, est bien un sous-groupe de C*.
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